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La interacción del campo electromagnético con una esfera dieléctrica homogénea e isotrópica no magne-
tizada es analizada bajo la solución de Mie de las ecuaciones de Maxwell, considerando la absorción y el
scattering para una longitud de onda variable de las ondas electromagnéticas respecto a las dimensiones
de las microesferas.
Se muestran los resultados analíticos de los factores de extinción para diferentes índices de refracción que
corresponden a diferentes materiales encontrados en la literatura y la determinación del espesor óptico de
las partículas esféricas.
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Scattering of electromagnetic waves from dielectric microspheres
The interaction of the electromagnetic field with a homogeneous and non-magnetized isotropic dielectric
sphere is described under the Mie solution of Maxwell equations, considering the absorption and scattering
for a variable wavelength of electromagnetic waves with respect to the microsphere sizes.
Results of the extinction factors for different refractive indices of different materials found in the literature
and the determination of the optical thickness for spherical particles are shown.
Keywords: Scattering, Mie theory, optical thickness.
La descripción de la interacción de una onda electro-
magnética plana y polarizada con una esfera dieléctrica es
un problema que se ha enfrentado desde el siglo XIX en
relación al fenómeno de la difracción y el scattering. Si
bien existen textos básicos sobre la interacción del campo
electromagnético con partículas, genéricamente denomina-
do scattering electromagnético [1,2], hay publicaciones más
especializadas orientadas al scattering de la luz con partí-
culas esféricas como la teoría de Mie y otras donde las par-
tículas no son esféricas pero tienen soluciones analíticas,
como el de van de Hulst [3], que es un texto completo, el
de Kerker [4] que es de referencia primaria, y el texto com-
pleto con bastante información de Bohren y Huffman [5].
Lorenz publicó en danés en 1890, la solución del scatte-
ring por una esfera [6] sin tomar en cuenta las ecuaciones
de Maxwell. Gustav Mie resuelve en 1908 [6] el scattering
por una esfera utilizando las ecuaciones de Maxwell, en tan-
to que Debye en 1909 trata el problema relacionado a la
presión de radiación sobre una partícula esférica utilizando
funciones potenciales similares a la de Mie [6]. Si bien en
la literatura se encuentran publicaciones con las denomi-
naciones de teoría de Lorenz-Mie, teoría de Mie-Debye o
teoría de Lorenz-Mie-Debye, porque el punto de partida de
Mie fueron las soluciones a las ecuaciones de Maxwell, por
ello gran parte de los autores en la literatura denominan
simplemente solución de Mie o teoría de Mie, éste último
término utilizaremos en el presente artículo.
Desde la segunda mitad del siglo XX las soluciones ba-
sadas en la teoría de Mie comenzaron a utilizarse en la
interacción de la radiación electromagnética con la atmós-
fera, existiendo ahora publicaciones al respecto [7–9], es-
pecialmente referidas a los aerosoles atmosféricos [10,11] y
atmósferas planetarias en astrofísica. Si bien nuestro inte-
rés primario son los aerosoles atmosféricos y su influencia
en el forzamiento radiativo terrestre, es importante men-
cionar que la misma teoría tiene otras aplicaciones como
en la microfísica de nubes.En las últimas décadas se ha
incrementado el uso de la teoría de Mie en el estudio de
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No obstante, hay que tener en cuenta que las partículas
microscópicas donde se aplica la teoría de Mie no son to-
talmente esféricas, salvo en gotas de agua en nubes y otras
situaciones muy especiales. Por ejemplo, en los aerosoles
atmosféricos las partículas sólidas son amorfas en su geo-
metría y no es posible encontrar soluciones analíticas, de
modo que se utilizan métodos numéricos para resolver el
problema que, en general, son computacionalmente pesa-
dos. En los últimos años se ha avanzado bastante en esta
dirección habiéndose publicado textos al respecto como el
de Mishchenko et. al. [14,15], Doicu et. al. [16] y Rother y
Kahnert [17], donde los cálculos numéricos están basados
en las soluciones mediante las funciones de Green.
En este trabajo, presentamos la solución de Mie con
bastante detalle para determinar analíticamente la absor-
ción y el scattering producido por las micro esferas dieléc-
tricas cuyo tamaño es del orden y menores que la longitud
de onda de las ondas electromagnéticas incidentes.
Teoría
Se estudia un sistema conformado por una esfera die-
léctrica de permitividad ε sobre el cual incide un haz de
radiación electromagnética con los campos mutuamente
perpendiculares Einc y H inc, de modo que se cumple la
relación B = µH. Asimismo los campos inducidos dentro
de la esfera son Eint y H int y los haces esparcidos por la
esfera muestran los campos Esca y Hsca que juntamente
con el haz incidente se progagan en un medio con permiti-
vidad ε1. En la Fig. 1 se muestra el esquema de los campos
incidente y de scattering inelástico que produce absorción
en la esfera.
Figura 1: Esquema del scattering del campo electromagnético
y un elipsoide.
La cuantificación de la energía transportada por la onda
electromagnética por unidad de tiempo y unidad de superfi-
cie está dada por la media temporal del vector de Poynting,
S = E ×H = E ×B/µ, para un período de la onda de-




〈S〉 · nˆdΣ, (1)
donde Σ denota la superficie atravesada por el campo elec-
tromagnético y nˆ es el vector unitario perpendicular a la
superficie. En el proceso de interacción del campo con la
esfera se produce la extinción del campo electromagnético
a través del scattering y la absorción por la partícula [5],
que nos permite escribir la potencia extinguida como
Wext = Wsca +Wabs, (2)
en la que la potencia por scattering Wsca se determina me-
diante la integral (1) usando para el vector de Poynting los
campos de scattering, mientras que la potencia absorbida
Wabs se determina con los campos en el interior de la esfera.
Secciones eficaces de scattering y factores de ex-
tinción
Se considera que la energía de la radiación que incide
perpendicularmente a un área δS′ está dado por δE, la cual
es extinguida por el scattering y la absorción en la cantidad





Por conservación de energía, la relación entre las seccio-
nes eficaces de extinción, scattering y absorción está dado
por
Cext = Csca + Cabs. (4)
En la práctica estas secciones se calculan dividiendo la
potencia de extinción entre la potencia incidente por unidad





con relaciones similares para las secciones eficaces de scat-
tering y absorción. Los conceptos definidos hasta ahora no
dependen de la forma de la esfera. Si A es el área de la
proyección de la esfera sobre el plano perpendicular a la
dirección de propagación del haz incidente [10], se define












respectivamente. En el caso de las esferas, A se toma como
el área del círculo.
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Función de fase de scattering
Puesto que la radiación es desviada en todas direccio-
nes, hay que conocer el scattering en alguna dirección espe-
cificada. Si dEdir(r) es la energía en la dirección r, su valor
es proporcional al ángulo sólido dΩ en dicha dirección y






Queda claro que la integral de dEdir(r) sobre todo el
ángulo sólido resulta la sección eficaz de scattering Csca.
Similar a la definición de los factores de eficiencia, convie-
ne definir la cantidad adimensional denominada función de











Φ(r)dΩ = 1. (9)
La dirección de scattering está determinada por el án-
gulo de scattering θ y el acimut de scattering φ, es decir,
Φ = Φ(θ, φ). No obstante, en muchas aplicaciones, espe-
cialmente en aerosoles atmosféricos, la función de fase de





Φ(θ) sen θ dθ = 1, (10)
La función de fase para esferas se puede conocer explícita-
mente.
Distribución de tamaño de las esferas
La extinción producida por una esfera se puede genera-
lizar a un conjunto de esferas. Si hay N esferas idénticas, la
extinción producida será la suma, es decir, C = NCext. En
caso de haber Ni esferas idénticas por cada especie o tipo,




embargo, la descripción que mejor se aproxima a la situa-
ción real nos lleva a introducir el concepto de distribución






donde N(r) es el número de esferas por unidad de volu-
men y n(r) es la número de esferas por unidad de volumen
con radios entre r y r + dr. De entre las diversas formas
de distribuciones de tamaño de las esferas [18–20], una de
las más utilizadas en el estudio de aerosoles atmosféricos
es la distribución logarítmica normal denominada más co-













También se ha encontrado que muchas distribuciones
son explicadas como distribuciones bimodales o multimo-
dales, tal como a continuación escribimos para el caso de

























Cuando la radiación electromagnética atraviesa un sis-
tema de muchas partículas microesféricas, ella es atenuada
y su cuantificación se hace en términos de cantidades radia-
tivas. Se ha descrito la extinción de la radiación incidente
sobre una esfera y puede generalizarse considerando un sis-
tema de partículas microesféricas donde incide el campo
electromagnético. La pérdida de la energía incidente gené-
ricamente se denomina atenuación y su cuantificación se
describe mediante el concepto de espesor óptico. En la Fig.
2(a) se tiene el esquema de un sistema de partículas micro-
esféricas donde incide las ondas electromagnéticas la que
es atenuada por scattering y absorción, produciendo lo que
se denomina la extinción κ = λα/4π.
(a) (b)
Figura 2: (a) Scattering por un sistema de partículas. (b) Esquema para la definición del espesor óptico.
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En la Fig. 2(b) se considera que la radiación incidente
tiene una intensidad Iλ que atraviesa perpendicularmente
el espesor dl, entonces, la fracción dIλ de energía atenua-





donde αλ se denomina coeficiente de volumen de extin-
ción [7,9]. Para el caso que nos interesa, por conservación
de energía se puede demostrar que
αλext = αλsca + αλabs. (15)
La integración de la ecuación (14) de un valor de referencia
0 a otro l, nos lleva a











se denomina transmitancia, que es la fracción de energía
incidente que pasa por el espesor l. Esta es una de las can-
tidades que pueden medirse experimentalmente. Es sencillo
demostrar la relación entre el coeficiente de volumen de
extinción y la sección eficaz de extinción [9], el cual es
αλext = nCext, (19)
donde n es el número de microesferas por volumen. Te-
niendo en cuenta la distribución continua de tamaño de las
microesferas y la relación entre la sección eficaz y el factor






Si se trata de partículas esféricas se tiene A = πr2.
Los campos electromagnéticos en medios absor-
bentes
Como los campos eléctricos y magnéticos son armónicos
en el tiempo, se usa la notación compleja para representar-
los [5]. Así,
E(r, t) = E(r)e−iωt, B(r, t) = B(r)e−iωt, (21)
de modo que las propiedades del medio donde se propaga
la onda electromagnética satisfacen D = εE y B = µH,
donde E representa el campo eléctrico, D es el despla-
zamiento eléctrico, B el campo de inducción magnética y
H la intensidad magnética. Estos campos satisfacen las
ecuaciones de Maxwell en medios materiales isotrópicos y
homogéneos,
∇ · [ǫE(r)] = 0, (22)
∇ · [µH(r)] = 0, (23)
∇×E(r) = iωµH(r), (24)
∇×H(r) = −iωεE(r). (25)
Se trata de resolver estas ecuaciones cuando sobre la
esfera dieléctrica incide un haz de onda electromagnética
que es esparcida por la esfera y a la vez absorbida. En este
contexto, la permitividad dieléctrica es en general comple-
ja [1, 5] y, por lo tanto, se tendrá un índice de refracción
complejo dado como
n˜ = n+ iκ, (26)
donde la parte real n es el índice de refracción normal que
usamos, mientras que la parte imaginaria κ es el coeficiente
de absorción que tiene que ver con la absorción de la ra-
diación [1,5], α = 4πκ/λ. Algunos autores [9,22] prefieren
usan la parte armónica en el tiempo como eiωt, lo cual hace
que el índice de refracción se escriba como n˜ = n− iκ.
Los campos E y H satisfacen las ecuaciones de Helm-
holtz vectoriales escritas como
∇
2 + k2E = 0, ∇2 + k2H = 0, k2 = ω2εµ. (27)
Es suficiente resolver una de estas ecuaciones para E(r) o
H(r), ya que el otro campo se determina usando el rotacio-
nal de las ecuaciones (24) o (25). Como no existen cargas
libres ni corrientes eléctricas, las condiciones de frontera
que satisfacen los campos están dadas como[
Einc +Esca −Eint]× nˆ = 0,[
H inc +Hsca −H int] × nˆ = 0,
(28)
donde nˆ es el vector unitario normal saliente a la superficie
de separación entre la partícula y el medio que la rodea,
los subíndices inc, sca y int denotan los campos inciden-
te, scatterado e interior de la partícula, respectivamente.
En principio las soluciones dependerán de la forma de la
superficie frontera de la partícula.
La solución de Mie.
Para el caso de una partícula seguimos en gran parte
el procedimiento dado por Bohren-Huffman [5], donde la
idea es encontrar soluciones vectoriales de campos vecto-
riales M y N que satisfacen la ecuación vectorial de Helm-
holtz, para seguidamente expresar los campos eléctricos y
magnéticos como combinaciones lineales de M y N y los
coeficientes de la expansión se determinan usando las con-
diciones de frontera que deben satisfacer E y H. Se define
un campo vectorial M como
M =∇× (rψ), (29)
que satisface la ecuación diferencial
∇2M + k2M =∇×
[
r
(∇2ψ + k2ψ)], (30)
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que satisface la ecuación de Helmholtz
∇2N + k2N = 0. (32)
Para que tambiénM se reduzca a la ecuación de Helm-
holtz, se observa en la ecuación (30) que debe satisfacerse
∇2ψ + k2ψ = 0, (33)
con lo cual M y N satisfacen ecuaciones similares a la de
los campos E y B. Así, para determinar M y N es sufi-
ciente encontrar ψ resolviendo la ecuación (33), que es una
ecuación de Helmoholtz escalar, cuyas soluciones en coor-
denadas esféricas (r, θ, φ) nos dan las funciones esféricas
de Bessel jn y yn para la parte radial que denotamos como
zn, los polinomios asociados de Legendre P
m
n (cos θ) para
la parte angular θ, y las funciones seno y coseno para la
variable φ, escribiendo las soluciones como
ψemn(r, θ, φ) = cos(mφ)P
m
n (cos θ)zn(kr) (34)
y
ψomn(r, θ, φ) = sen(mφ)P
m
n (cos θ)zn(kr) (35)
donde ψemn son las soluciones pares y ψomn las soluciones
impares. Con estas soluciones es fácil escribir las funciones
vectoriales pares Memn(r, θ, φ), Nemn(r, θ, φ), e impares
Momn(r, θ, φ), N omn(r, θ, φ), los cuales son denominados
armónicos esféricos vectoriales.
Las condiciones de frontera que satisfacen los campos
eléctricos y magnéticos en coordenadas polares esféricas se
dan como
Eincθ + Escaθ = Eintθ,
Eincφ + Escaφ = Eintφ, r = a,
(36)
y
Hincθ +Hscaθ = Hintθ,
Hincφ +Hscaφ = Hintφ, r = a.
(37)
Se toma el campo eléctrico incidente como un onda















o1n − iN (1)e1n
)
, (39)
donde el superíndice (1) denota que intervienen las funcio-
nes de Bessel jn. Del mismo modo, se puede encontrar la









e1n − bnM (3)o1n
)
(40)










o1n − i dnN (1)e1n
)
, (41)
donde el superíndice (3) denota las funciones esféricas de
Hankel h
(1)
n (r) [23]. Los coeficientes an, bn, cn y dn se de-
terminan usando las condiciones de frontera. Los dos pri-











































donde las primas denotan las primeras derivadas, m deno-









siendo n˜ el índice de refracción de la esfera, n˜m del medio,
a el radio de la esfera y λ la longitud de onda del campo
incidente.
Las funciones ψ(r) y ξ(r) son las funciones de Riccati-
Bessel definidas como
ψ(r) = rjn(r), ξ(r) = rh
(1)
n (r), (45)
donde las funciones de Hankel h
(1)
n (r) facilitan la aproxi-
mación de la parte radial para grandes distancias. Así, el
campo eléctrico de scattering a grandes distancias es apro-
ximadamente transversal a la dirección de propagación, que
se escribe como




S2(cos θ) cosφ eˆθ
− S1(cos θ) senφ eˆφ
]
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Con la ayuda de la Fig. 3 y la Ec. (46) se puede ver que
el campo de scattering a grandes distancias está práctica-
mente polarizado en una dirección perpendicular al plano de
scattering (eˆφ) y otra contenida en el plano (eˆθ), de modo
que S1 está relacionado con la componente perpendicular
y S2 con la paralela al plano, que representan las funciones
de fase de scattering del campo lejano de polarización per-
pendicular y paralela, respectivamente. Esto significa que
el módulo al cuadrado de |S1|2 y |S2|2 son proporcionales
a las respectivas intensidades de polarización, mientras que
la suma representa la intensidad de la luz no polarizada. Es
claro que el vector de onda de scattering, ks, se encuentra
en el plano de scattering.
Figura 3: Campo eléctrico incidente y de scattering a grandes
distancias, donde se muestra las dos direcciones de polarización,
uno contenido en el plano de scattering y el otro perpendicular.
Así, la expresión de la intensidad de la función de fase





|S1(cos θ)|2 + |S2(cos θ)|2
]
. (50)
También tenemos los factores de eficiencia de scattering y















































Puesto que el albedo es la energía de scattering en una






Una medida de la media por donde se da el scattering
es el factor o parámetro de asimetría definido como




















donde θ es el ángulo de scattering respecto a la dirección
de incidencia.
Muchos de los resultados mostrados no son sencillos
de obtener, desde la aplicación de las condiciones de fron-
tera existe muchos detalles que reúne decenas de páginas
de arduo trabajo, que no se muestran detalladamente en
las publicaciones por ello este proceso resulta ser un buen
ejercicio para el lector interesado.
Resultados y discusiones
De la Ec. (52), los factores de eficiencia de extinción
dependen del parámetro de tamaño x, Ec. (44), éste a su
vez depende del radio de la esfera y la longitud de onda
incidente. Generalmente se desea saber cómo es el com-
portamiento del factor de eficiencia cuando varía el radio y
para ello nos valemos de las gráficas que nos darán infor-
mación cualitativa, considerando que el medio es el vacío
donde el índice de refracción es la unidad y la longitud de
onda del campo incidente se mantiene constante, haciendo
que en x varíe sólo el radio de la microesfera. En la Fig. 4 se
tiene Qext(x) para gotas de agua con índice de refracción
real 1.33, que es una característica cualitativa similar pa-
ra partículas con índices de refracción real. Se aprecia que
hasta el primer máximo estamos en la región de radio de
la partícula muy pequeño, es decir, el régimen aproximado
de x ≪ 1, donde el radio de la partícula es muy pequeña
respecto a la longitud de onda y se demuestra que coincide
con el scattering de Rayleigh [5,25]. La región de las ondu-
laciones o máximos y mínimos corresponde a tamaños de la
esfera del orden de la longitud de onda, donde ocurren los
efectos de interferencia entre las ondas de scattering, cuyos
detalles no son simples de explicar [25, 26]. Las ondulacio-
nes tienden a desaparecer y nos encontramos en la región
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de pequeñas longitudes de onda respecto al tamaño de la
partícula, donde la óptica de rayos es suficiente para la des-
cripción de la interacción [5,26], sin embargo, de acuerdo a
la óptica de rayos la sección transversal de extinción debía
ser del tamaño de la partícula y resulta el doble [27], algo
que la óptica de rayos no puede explicar y en la literatura
se conoce como la paradoja de extinción. En relación a esta
paradoja, observar que la eficiencia de extinción oscila en
torno del valor 2 a donde tiende justamente Qext.












Figura 4: Comportamiento típico del factor de eficiencia de ex-
tinción Qext en función del parámetro de tamaño x. En este
caso no hay absorción de energía por la esfera.











m = 1.5 + 0.0001 i
m = 1.5 + 0.001 i
m = 1.5 + 0.01 i
m = 1.5 + 0.2 i
Figura 5: Eficiencia de extinción de una esfera absorbente para
diferentes valores crecientes de la parte imaginaria del índice de
refracción.
Ahora es interesante observar la eficiencia de extinción
cuando los índices de refracción son complejos. En la Fig. 5
se grafica la eficiencia para una partícula cuya parte real del
índice de refracción no cambia, pero sí la parte imaginaria.
Las ondulaciones van disminuyendo o desapareciendo en la
medida que se incrementa la parte imaginaria del índice de
refracción. Este efecto se explica teniendo en cuenta que la
parte imaginaria del índice de refracción está relacionada a
la absorción de energía por parte del material, atenuando
los efectos de scattering.
Observar que en el caso del índice de refracción m =
1.5+0.2i de la Fig. 5(d), no se presentan las ondulaciones,
esto significa que ocurre una fuerte absorción de energía
por parte de esfera y un débil scattering de modo que se
aprecia claramente que el factor de eficiencia de extinción
tiende a 2.
En la Fig. 6 tenemos las eficiencias de extinción para
tres valores del índice de refracción complejo, que reprodu-
ce el comportamiento de la atenuación de la onda cuando
se incrementa la parte imaginaria del índice de refracción.
En la Fig. 6(a) se ha tomado el índice de refracción real de
1.33 para la curva gris de mayor altura que presenta más
ondulaciones, mientras que la curva punteada tiene la parte
compleja de 0.05i y la curva continua sin ondulación tiene
la parte compleja de 0.5i. En la Fig. 6(b) se ha incremen-
tado la parte real del índice de refracción a 3.0 cuyo efecto
es incrementar la altura de las ondulaciones y la cantidad
de picos, haciéndo más estrecha las ondulaciones. Esto co-
rresponde a la hematita.











m = 1.33 + 0.0 i
m = 1.33 + 0.05 i
m = 1.33 + 0.5 i
(a)
(b)
Figura 6: Se muestran las eficiencias de extinción para valores
crecientes de la parte real e imagianria del índice de refracción.
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En la Fig. 7(a) tenemos el albedo de una partícula esfé-
rica dada por la Ec. (53), que se incrementa con el tamaño
de la partícula, algo que intuitivamente debía ocurrir, si
bien no de manera lineal. Observar que en la ordenada los
valores del albedo parecieran ser constantes e iguales a la
unidad. En realidad son muy próximos a la unidad y tene-
mos algunos valores para ilustrar la pequeña diferencia que








con 16 dígitos de precisión con el que trabaja por defec-
to el programa Mathematica. El factor de asimetría dada
por la Ec. (54) se muestra en la Fig. 7(b), donde el prome-
dio del coseno del ángulo de scattering crece con el tamaño
de la partícula esférica.
(a)
(b)
Figura 7: Se muestra (a) el albedo del scattering y (b) el factor
de asimetría de una esfera.
Finalmente, en la Fig. 8 se muestra la intensidad de
scattering con polarización perpendicular y paralela al plano
de scattering, representadas por los módulos al cuadrado de
las ecuaciones (47)(48) y (48)(49), respectivamente, mien-
tras que la no polarizada es el promedio de las dos pola-
rizaciones. Las tres últimas gráficas son adpataciones del
código publicado por Lampado [28].
Figura 8: Se muestra las intensidades de scattering polarizadas
y no polarizadas perpendicular y paralela al planos de scattering.
En los resultados mostrados se ha tomado el vacío co-
mo el medio donde está inmersa la esferaa, sin embargo,
los resultados teóricos de la interacción de la radiación elec-
tromagnética con un partícula esférica son generales, en el
sentido de que el medio puede ser de cualquier permitividad
homogénea e isotrópica no absorbente. Una extensión para
medios absorbentes se puede encontrar en las publicaciones
de Fu y Sun [29,30].
Conclusiones
Se ha descrito la interacción de ondas electromagnéticas
planas con una esfera de permitividad dieléctrica homogé-
nea e isotrópica inmerso en un medio también homogéneo
e isotrópico, que en nuestro caso tomamos el vacío. Histó-
ricamente, para el caso de una esférica se denomina teoría
de Mie, donde en la descripción de la interacción se basa
en la solución de las ecuaciones de Maxwell en medios ma-
teriales, siendo un tratamiento clásico y macroscópico. Los
resultados encontrados explican físicamente la extinción de
la energía de la onda electromagnética en su interacción
con la esférica. Si bien en la naturaleza no todas las partí-
culas son esféricas, la teoría de Mie es el punto de partida
para entender cualitativamente la interacción del campo
electromagnétco con una partícula, siendo una aplicación
relevante para los estudios de los aerosoles atmosféricos y
en las últimas décadas en la óptica de materiales nanopar-
ticulados. También en los últimos veinte años se han tenido
avances teóricos y experimentales en la óptica de la inter-
acción con partícula no esféricas, cuyo punto de partida es
necesariamente la teoría de Mie. Aún existiendo muchas
publicaciones especializadas al respecto, esperamos que es-
ta contribución sea de gran ayuda para quienes se inicien
en los estudios de los aerosoles atmosféricos y en la óptica
de materiales nanoparticulados.
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